
Bµi TËp 5

§Þnh Lý Fubini

Bµi 1. H·y kiÓm tra ®Þnh lý Fubini ®èi víi hµm f : [0, 1] × [0, 1] → R cho bëi

f(x, y) =












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



1 nÕu x v« tû,

1 nÕu x h÷u tû vµ y v« tû,

1 − 1
q

nÕu x = p

q
lµ ph©n sè tèi gi¶n vµ y h÷u tû.

Bµi 2. Chøng minh r»ng nÕu f : [a, b] × [a, b] → R lµ hµm kh¶ tÝch th×

∫ b

a

dy

∫ y

a

f (x, y) dx =

∫ b

a

dx

∫ b

x

f (x, y) dy.

Bµi 3. Dïng ®Þnh lý Fubini chøng minh ®Þnh lý Steward vÒ tÝnh kh«ng phô thuéc thø tù

khi lÊy ®¹o hµm riªng, tøc lµ ∂2f

∂x∂y
= ∂2f

∂y∂x
nÕu c¸c ®¹o hµm nµy liªn tôc.

Bµi 4. Gi¶ sö A = [a1, b1] × · · · × [an, bn] vµ f : A → R lµ hµm liªn tôc. §Þnh nghÜa

F : A → R x¸c ®Þnh bëi F (x) =
∫

[a1,x]×···×[an,xn ]

fdV . T×m ®¹o hµm ∂F

∂xi

(x)

nÕu x lµ ®iÓm trong cña h×nh hép A.

Bµi 5. Gi¶ sö f : [a, b] × [c, d] → R vµ ∂f

∂y
(x, y) lµ hµm liªn tôc. §Æt F (y) =

∫ b

a
f (x, y) dx. Chøng minh quy t¾c Leibniz F ′ (y) =

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y) dx.

Bµi 6. Gi¶ sö A vµ B lµ c¸c tËp ®o ®­îc Jordan trong R
3. Ký hiÖu Ac =

{

(x, y) :

(x, y, c) ∈ A
}

vµ Bc = {(x, y) : (x, y, c) ∈ B}. Gi¶ sö r»ng víi mçi c th× Ac

vµ Bc lµ c¸c tËp ®o ®­îc Jordan vµ cã cïng diÖn tÝch. Chøng minh r»ng A vµ B

cã cïng thÓ tÝch.

Bµi 7. Chøng minh r»ng
∫∫

[0,1]×[0,1]

(xy)xy
dxdy =

∫ 1

0
yydy.

Bµi 8. TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ giíi h¹n phÝa d­íi bëi mÆt ph¼ng xy, mÆt bªn lµ c¸c mÆt

ph¼ng x = 0, x = a, y = 0, y = b, phÝa trªn bëi paraboloid elliptic z = x2

2p
+ y2

2q
,

p > 0, q > 0.


