
Bµi TËp 6

TÝch Ph©n Béi

Bµi 1. TÝnh tÝch ph©n
∫∫

A

cos (x + y) dx dy trong ®ã A lµ tam gi¸c ®­îc giíi h¹n bëi

c¸c ®­êng th¼ng x = 0, y = x vµ y = π.

Bµi 2. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau ®©y

(a)
∫∫

x26y6x

x2 dx dy.

(b)
∫∫

x2+y261
16x+y

y6x

(

x2 − y2
)

exy dx dy.

(c)
∫∫

06y6x

x2+y26π2

x cos
√

x2 + y2 dx dy.

(d)
∫∫

16xy62
16

y
x

62

x dx dy.

Bµi 3. Dïng täa ®é cùc chøng minh r»ng
∫∫

x2+y261

e−(x2+y2) dx dy = π

(

1 −
1

e

)

.

Bµi 4. TÝnh tÝch ph©n sau
∫∫

x4+y461

(

x2 + y2
)

dx dy.

Bµi 5. TÝnh tÝch ph©n sau
∫∫

D

|xy| dx dy

trong ®ã D =

{

(x, y) ∈ R
2 : x > 0,

(

x2

a2
+ y2

b2

)2

6
x2

a2
− y2

b2

}

víi a, b > 0.

Bµi 6. TÝnh tÝch ph©n sau
∫∫

06x,y6π

|cos (x + y)| dx dy.



Bµi 7. Sö dông phÐp ®æi biÕn x = u

u2+v2
, y = v

u2+v2
h·y tÝnh tÝch ph©n

∫∫

D

dx dy

(x2 + y2)2

trong ®ã D lµ miÒn ®­îc giíi h¹n bëi c¸c ®­êng cong x2 + y2 − 2x = 0, x2 +

y2 − 4x = 0, x2 + y2 − 2y = 0, x2 + y2 − 6y = 0.

Bµi 8. TÝnh tÝch ph©n
∫∫

D

y2 dx dy trong ®ã D lµ miÒn ®­îc giíi h¹n bëi trôc hoµnh vµ

cung thø nhÊt cña ®­êng cycloide

x = t − sin t , y = 1 − cos t , 0 6 t 6 2π.

Bµi 9. TÝnh tÝch ph©n
∫∫

A

x2 sin xy

y
dx dy

trong ®ã A lµ miÒn ®­îc giíi h¹n bëi bèn parabol x2 = y, x2 = 2y, y2 = 3x vµ

y2 = 4x.

Bµi 10. TÝnh tÝch ph©n
∫∫

D

(
√

x

a
+

√

y

b

)3

dx dy

trong ®ãD lµ miÒn ®­îc giíi h¹n bëi c¸c trôc täa ®é vµ bëi parabol
√

x

a
+

√

y

b
= 1.

Bµi 11. Víi mçi hµm f ®­îc cho d­íi ®©y, h·y tÝnh c¸c tÝch ph©n sau
∫

[0,1]

dx

∫

[0,1]

f (x, y) dy ,

∫

[0,1]

dy

∫

[0,1]

f (x, y) dx ,

∫∫

[0,1]×[0,1]

|f (x, y)| dx dy.

(a) f (x, y) = x2−y2

(x2+y2)2
.

(b)

f(x, y) =







(

x − 1
2

)−3
nÕu 0 < y <

∣

∣x − 1
2

∣

∣ ,

0 nÕu ng­îc l¹i.

(c) f(x, y) = (1 − xy)−p, p > 0.

Bµi 12. Víi 0 < a < b h·y tÝnh
∫∫

06x61
a6y6b

xy dx dy

tõ ®ã suy ra
∫ 1

0

xb − xa

ln x
dx = ln

1 + b

1 + a
.



Bµi 13. Sö dông phÐp ®æi biÕn u = y2 − x2, v = xy, h·y tÝnh tÝch ph©n
∫∫

D

(

y2 − x2
)xy (

x2 + y2
)

dx dy

trong ®ã D lµ miÒn n»m trong gãc phÇn t­ thø nhÊt bÞ giíi h¹n bëi c¸c ®­êng

cong y = x, y2 = x2 + 1, xy = 1, xy = 2.

Bµi 14. Chøng minh r»ng
∫∫

D

ln |sin (x − y)| dx dy = −
π2

2
ln 2

trong ®ã D = {(x, y) ∈ R
2 : 0 6 x 6 y 6 π}.

Bµi 15. TÝnh tÝch ph©n
∫∫

x2+y261

(

x2 + y2
)

ln
(

x2 + y2
)

dx dy.

Bµi 16. Chøng minh r»ng
∫∫

[0,1]×[0,1]

dx dy

(lnx + ln y) (xy − 2)
= ln 2.

Bµi 17. Chøng minh r»ng

∫∫

[0,1]×[0,1]

dx dy

4 (x + y)
√

(1 − x) (1 − y)
=

+∞
∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)2 .

Bµi 18. Sö dông phÐp ®æi biÕn u = x + y, v = x − y, h·y tÝnh tÝch ph©n
∫∫

0<x,y
x+y<1

3y
√

1 + (x + y)3
dx dy.

Bµi 19. TÝnh tÝch ph©n
∫∫

0<x,y

dx dy

(1 + y) (1 + x2y)

tõ ®ã suy ra gi¸ trÞ cña
∫ +∞

0

ln x

x2 − 1
dx.

Bµi 20. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau

(a)
∫∫∫

B

z dx dy dz trong ®ã B lµ miÒn giíi h¹n bëi mÆt nãn z 2 = h2

R2
(x2 + y2)

vµ mÆt ph¼ng z = h.



(b)
∫∫∫

C

z2 dx dy dz trong ®ã C lµ phÇn chung cña hai h×nh cÇu x2 +y2 + z2 ≤

R2 vµ x2 + y2 + z2 ≤ 2Rz.

(c)
∫∫∫

D

(x + y + z)2 dx dy dz trong ®ã D lµ phÇn chung cña paraboloid x2 +

y2 ≤ 2az vµ h×nh cÇu x2 + y2 + z2 ≤ 3a2.

Bµi 21. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau

(a)
∫∫∫

|x|+|y|+|z|61

(

x2 + y2 + z2
)

dx dy dz.

(b)
∫∫∫

x2+y2+z261

|x| dx dy dz.

(c)
∫∫∫

max{|x|,|y|,|z|}61

(

x2 + y2 + z2
)

ez dx dy dz.

(d)
∫∫∫

06x,y,z

x2+y2+z261

xyz dx dy dz.

Bµi 22. TÝnh tÝch ph©n
∫∫∫

D

xyz

x2 + y2
dx dy dz

trong ®ã D lµ vËt thÓ giíi h¹n phÝa trªn bëi mÆt (x2 + y2 + z2)2 = xy vµ phÝa

d­íi bëi mÆt z = 0.

Bµi 23. TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ giíi h¹n bëi mÆt

(a) (x2 + y2)2 + z4 = y.

(b)
(

x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2

)2

= x2y

h3
.

(c)
(

x

a

)
2

3 +
(

y

b

)
2

3 +
(

z

c

)
2

3 = 1.

Bµi 24. TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ giíi h¹n bëi c¸c mÆt

a1x + b1y + c1z = ±h1

a2x + b2y + c2z = ±h2

a3x + b3y + c3z = ±h3

trong ®ã h1, h2, h3 > 0 vµ ®Þnh thøc

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0.



Bµi 25. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau

(a)
∫∫∫

x,y,z>0
x2+y2+z26R2

xyz
√

α2x2 + β2y2 + γ2z2
dx dy dz.

(b)
∫∫∫

x,y,z>0
x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
612

xyz

x2 + y2 + z2
dx dy dz.

Bµi 26. Víi mçi 0 < n ∈ N ta ký hiÖu

Dn =

{

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ R
n : xi > 0,

n
∑

k=1

xk 6 1

}

.

Víi 0 < ki ∈ N, i = 1, n, tÝnh
∫

Dn

xk1

1 xk2

2 ...xkn

n
dx.

Bµi 27. TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ giíi h¹n bëi mÆt trô elliptic x2

a2
+ y2

b2
= 1, mÆt ph¼ng

z = 0 vµ mÆt paraboloid x2

p2
+ y2

q2
= z.

Bµi 28. Sö dông phÐp ®æi biÕn x+y + z = u, y + z = uv, z = uvw, h·y tÝnh tÝch ph©n
∫∫∫

D

xyz (1 − x − y − z) dx dy dz

trong ®ã D lµ tø diÖn giíi h¹n bëi x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 vµ x + y + z ≤ 1.

Bµi 29. B»ng phÐp ®æi biÕn u = π

2
− x, v = π

2
− y vµ chuyÓn sang hÖ täa ®é cùc h·y t×m

gi¸ trÞ α sao cho
∫∫

0<x,y<π
2

(

cos x

1 − sin x sin y

)α

dx dy < α.

Bµi 30. Sö dông phÐp ®æi biÕn (x, y, z) = (w, v, u) h·y tÝnh tÝch ph©n

∫∫∫

x2+y2+z261

x4 + 2y4

x4 + 4y4 + z4
.

Bµi 31. B»ng phÐp ®æi biÕn u = tg−1 x

2
, v = tg−1 y

2
, w = tg−1 z

2
vµ chuyÓn sang hÖ täa

®é cÇu h·y tÝnh tÝch ph©n
∫∫∫

0<x,y,z<π

dx dy dz

1 − cos x cos y cos z
.



Bµi 32. TÝnh tÝch ph©n
∫∫∫

0<x,y<1
0<z

dx dy dz

(1 + x2z2) (1 + y2z2)

tõ ®ã suy ra gi¸ trÞ cña
∫ +∞

0

(

tg−1 x

x

)2

dx.

Bµi 33. B»ng phÐp ®æi biÕn x = u
2

α , y = v
2

β , z = w
2

γ vµ chuyÓn sang hÖ täa ®é cÇu h·y

t×m c¸c sè thùc α, β, γ sao cho
∫∫∫

0<x,y,z

dx dy dz

1 + xα + yβ + zγ
< +∞

tõ ®ã tÝnh gi¸ trÞ cña tÝch ph©n.

Bµi 34. TÝnh
∫∫∫

[0,1]×[0,1]×[0,1]

dx dy dz

(1 + x2 + y2 + z2)2 .

Bµi 35. Chøng minh c«ng thøc thÓ tÝch h×nh cÇu n chiÒu t©m t¹i gèc O b¸n kÝnh 1

∫

x2

1
+x2

2
+...+x2

n61

dx1 dx2... dxn =
π

n
2

Γ
(

1 + n

2

) .

Bµi 36. T×m thÓ tÝch cña phøc n-chiÒu Tn x¸c ®Þnh bëi

Tn :







x1, x2, .., xn > 0,

x1 + x2 + .. + xn 6 1.

Bµi 37. Chøng minh ®èi víi mäi ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh (cho d­íi d¹ng ma trËn) g : R
n → R

n

thÓ tÝch cña ¶nh g(P ) b»ng |det g| v (P ) ®èi víi mäi h×nh hép P ⊂ R
n.


