
Bµi TËp 4

§¹o hµm trªn R
n

Bµi 1. Dïng ®Þnh nghÜa chøng minh c¸c hµm sau kh¶ vi t¹i c¸c ®iÓm t­¬ng øng vµ t×m

®¹o hµm t¹i c¸c ®iÓm ®ã.

(a) x2 + y2 t¹i (1, 1).

(b) (x + y)
√

x2 + y2 t¹i (0, 0).

Bµi 2. Cho hµm sè

f(x, y) =







xy√
x2+y2

nÕu x2 + y2 6= 0,

0 nÕu x2 + y2 = 0.

H·y chøng minh r»ng

(a) f liªn tôc t¹i (0, 0).

(b) f cã c¸c ®¹o hµm riªng f ′
x, f

′
y lµ nh÷ng hµm bÞ chÆn nh­ng f kh«ng kh¶ vi t¹i

(0, 0).

Bµi 3. Cho hµm sè f(x, y) =
√

|xy. Chøng minh r»ng

(a) f liªn tôc t¹i (0, 0).

(b) f cã c¸c ®¹o hµm riªng f ′
x, f

′
y t¹i (0, 0).

(c) f kh«ng kh¶ vi t¹i (0, 0).

Bµi 4. Cho hµm sè

f(x, y) =







(x2 + y2) sin 1

x2+y2 nÕu x2 + y2 6= 0,

0 nÕu x2 + y2 = 0.

(a) T×m c¸c ®¹o hµm riªng f ′
x, f

′
y.

(b) Chøng minh c¸c ®¹o hµm riªng f ′
x, f

′
y gi¸n ®o¹n t¹i (0, 0).

(c) Chøng minh r»ng f kh¶ vi t¹i (0, 0).

Bµi 5. Cho hµm sè

f(x, y) =







y4

x2+y2 nÕu x2 + y2 6= 0,

0 nÕu x2 + y2 = 0.

(a) Chøng minh c¸c ®¹o hµm riªng f ′
x, f

′
y liªn tôc.

(b) Chøng minh r»ng f ′′
xy (0, 0) = f ′′

yx (0, 0).

Bµi 6. Cho hµm sè

f(x, y) =







xy

x2+y2 nÕu x2 + y2 6= 0,

0 nÕu x2 + y2 = 0.



(a) Chøng minh r»ng f vµ c¸c ®¹o hµm riªng f ′
x, f

′
y liªn tôc trªn R

2\ {(0, 0)}.

(b) Chøng minh r»ng f gi¸n ®o¹n t¹i (0, 0).

(c) TÝnh c¸c ®¹o hµm riªng f ′
x, f

′
y vµ xÐt tÝnh liªn tôc cña chóng t¹i (0, 0).

(d) C¸c ®¹o hµm riªng cÊp hai f ′′
xy (0, 0), f ′′

yx (0, 0) cã tån t¹i hay kh«ng?

Bµi 7. TÝnh u′
x, u

′
y, u

′′
xy trong ®ã u = f(x + y, x2 + y2) víi gi¶ thiÕt f lµ hµm cã ®¹o hµm

riªng ®Õn cÊp 2 theo c¸c biÕn cña nã.

Bµi 8. T×m c¸c ®¹o hµm riªng cho ®Õn cÊp 2 cña hµm f (x, y) =
∫ y

x
et ln tdt víi 0 < x < y.

Bµi 9. Chøng minh r»ng nÕu hµm f : R
2 → R cã c¸c ®¹o hµm riªng liªn tôc vµ bÞ chÆn

trªn R
2 th× f liªn tôc ®Òu trªn R

2.

Bµi 10. T×m ®¹o hµm cña hµm sè f (x, y) = 1−
(

x2

a2 + y2

b2

)

t¹i ®iÓmM
(

a√
2
, b√

2

)

theo h­íng

cña ph¸p tuyÕn trong t¹i ®iÓm M cña ellip x2

a2 + y2

b2
= 1.

Bµi 11. T×m ®¹o hµm cña hµm sè f(x, y) = x2 − y2 t¹i ®iÓm (1, 1) theo h­íng t¹o víi trôc

hoµnh mét gãc 600.

Bµi 12. TÝnh ®¹o hµm cña hµm hîp f ◦ g trong ®ã f (x, y) = sin (x2 − y2) vµ g (x, y) =

(x + y, x − y).


